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LOS TIPOS PRINCIPALES DE CURVA PEARSONIANA

UTILES PARA LA DESCRIPCION ESTADISTICO-SOCIAL

Por Oscar URIBE VILLEGAS

El sistema pearsoniano de curvas de frecuencia esti constituido por un conjunto de
funciones de distribucién, representadas, en su forma diferencial, por la ecuacién de
la referencia 1.

Las formas o tipos principales del sistema se obtiencn cuando el denominador es
el trinomio de segundo grado, completo (o sea, cuando en el denominador existen
tres términos: en equis cuadrada, en equis a la primera y en equis a la potencia
cero, lo que equivale a decir que lo es cuando tanto & subindice dos como & sub-uno
y & sub-cero son diferentes de cero).

Las formas o tipos transicionales sc producen cuando el denominador es de segundo
grado (o sea, cuando existe término en equis cuadrada, que vale tanto como decir
que & sub-dos es diferente de cero) pero NO es un trinomio. Esto ocurre cuando:

1°%—o falta el término en cquis (o sea, que & sub-uno es igual a cero),

2%—o falta el término en equis a la potencia cero (es decir, que & sub-cero es
igual a cero),

3°—o faltan ambos términos en equis y en equis a la cero (i. e. que & sub-uno
y & sub-cero son nulos). Este Gltimo caso puede verse también como propio
de una forma o tipo sccundario del sistema.

Las formas o tipos decadentes o vestigiales aparecen cuando el denominador NO es
de segundo grado, sino de un grado inferior al segundo (de primer grado o de
grado cero). Esto ocurre cuando no existe término en equis cuadrada (o sea, cuando
b sub-dos es nulo). El denominador puede ser, entonces:

1° o un binomio de primer grado (bq, + byx)

2%—0 un monomio de primer grado (b x)

?—o0 un monomio de grado cero (b ue es una constante.
g o) 4

Las formas vestigiales y transicionales han sido ya objeto de referencias previas en
estas pdginas. De ahi que intentemos ocuparnos ahora de los tipos principales de curva
pearsoniana. Estos tipos resultan de la discusién de una ecuacién: la que se forma
al igualar a cero el trinomio de segundo grado, del denominador, conforme aparece en
la referencia 1.1



1078 Revista Mexicana de Sociologia

Los tipos principales de curva pearsoniana se producen cuando en la férmula de las
raices, reproducida en la referencia a 1.2, el radical es diferente de cero. Esto equivale
a decir que los tipos pearsonianos principales se producen cuando el cuadrado de &
sub-uno es diferente del producto de & sub-cero y & sub-dos multiplicado por cuatro
(referencia 1.3). “Diferente”, en este caso, significa:

1°—o diferente en valor,
2%—o diferente en signo,
3%—o diferente en valor y en signo.

Si son diferentes entre si, en valor, aunque sean de igual signo, los términos corres-
pondientes producirdn una resta distinta de cero. Si los dos términos del subradical
difieren en signo (difieran o no en valor), la resta se convertiri en una suma de
positivos y, consiguientemente, no serd nula. Si ambos difieren entre si en valor y en
signo —conjuntamente— con doble razén, la resta no podrd anularse.

La anulacién del radical produciria tipos secundarios de curva. Estos no se estu-
diardn, de inmediato, para conservar, en lo posible, la nitidez de estos delineados.

Descomposicién del trinomio en factores—E] trinomio de segundo grado puede des-
componerse en tres factores, de los cuales:

1.—¢l primero estard dado por el coeficiente de la segunda potencia de la variable
(6 sub-dos) como muestra la referencia 2.1.

2.—¢! segundo por equis menos la primera de las raices (o sea, aquélla en la
que el radical aparece con signo positivo) segiin aparece en la referencia 2.2.

3.—¢l tercero, por equis menos la segunda de las raices (en la que el radical va
precedido de signo menos), segin puede verse en la referencia 2.3.

O sea, que si representamos a b,/2b, (& sub-uno entre 2 veces & sub-dos) por
B (b maytscula) de acuerdo con la referencia 2.4., y al radical dividido entre 2
veces & sub-dos por R (erre maytiscula), tendremos, como representacién del trinomio,
la férmula de la referencia 2.5.

Discusién de la férmula—XLos tipos principales de curva pearsoniana se relacionan
con el valor de erre maydscula. Erre maydscula puede ser real o puede ser imagi-
nario (alternativas compatibles con la condicién -—ya especificada— de que R sea
distinto de cero). Si R es real, la anterior referencia basta, sin modificacién, para el
caso particular. Si R es imaginario, la solucién anterior puede especificarse como lo
indica la referencia 3.1.

Si se desea simplificar, estas férmulas se pueden escribir como se indica en las
referencias 3.2. y 3.3. En estas nuevas referencias, figura una nueva variable, equis
maytiscula (X) cuya equivalencia con la antigua (equis mandscula) queda dada por
la expresién de la referencia 3.4. R, por su parte (vilida para ambas expresiones, ya
no genéricas, sino especificas), es igual a la raiz cuadrada del VALOR ABSOLUTO
de la diferencia entre el cuadrado de & sub-uno y cuatro veces el producto de los
otros dos coeficientes & (b subcero y & sub-dos) dividida —dicha rafz— entre el
duplo de & sub-dos. Referencia 3.5.

Con vistas a los desarrollos ulteriores, en cuanto se ha cambiado variable en el deno-
minador (equis maytiscula en vez de equis minidscula), conviene hacer un cambio
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semejante en el numerador. Para ello, puede sumarse y restarse del numerador, B
(& maytscula), con lo que éste no se altera y, en seguida, pueden hacerse dos substi-
tuciones:

1*—Equis mindscula méds be mayiscula (x + B) puede substituirse por X (equis
maydscula) conforme a la expresién ya conocida, y

2*—Menos be maytiscula mds a mindscula (— B + 4) puede representarse (en cuan-
to suma algebraica de constantes) por otra constante, ¢ maytdscula (A).

Las referencias de la 3.31 a la 3.34 dan cuenta de estas substituciones.

Integracién de la formula—Con el fin de salir de las relaciones entre derivadas
que quedaron expresadas por la referencia inicial 1, debe procederse a la integracién
de ambos miembros con respecto a #, tal y como queda indicado en la referencia 4.1.

Como la integral con respecto a x, de la derivada respecto a x del logaritmo de y es
el propio logaritmo de y (ya que los operadores opuestos anulan sus efectos) es posible
escribir la referencia 4.2.

Para la integracién del segundo miembro, procederemos en forma distinta, segiin las
rafces sean reales o complejas (segin que el radical sea real o imaginario, o sea,
segin que en la férmula especifica aparezca R 6 aparezca Ri).

Integracion cuando las raices son reales—Cuando las raices son reales, puede to-
marse como punto de partida la expresién 3.2, que, gracias a las substituciones de las
referencias 3.31 a 3.34 se convierte en la 4.3 por integrar.

Para integrar la expresién (referencia 4.31) conviene, comenzar por sacar a & sub-
dos (que figura como factor en el denominador) del signo de integracién (ya que
un factor constante no se altera al entrar o salir del integrador). Por ello, en la refe-
rencia 4.31, figura uno sobre & sub-dos como factor de la expresién por integrar.

Para integrar la expresién que en el segundo miembro queda bajo el integrador,
es conveniente dividir la fraccién total en dos fracciones parciales. Estas fracciones
—segiin se sabe— tendrdn por denominadores cada uno de los dos factores que figuran
en el denominador de la fraccién originaria (equis mayudscula més erre maydscula)
y (equis maytiscula menos erre maytscula), y sus numeradores se determinarin por
el procedimiento delineado en la referencia 4.33, que subsigue a la igualdad 4.32; ésta
muestra —por su parte— la equivalencia entre la fraccién originaria y la suma de
las dos fracciones parciales, cuyos numeradores (que hemos designado por las ma-
yisculas D y E) desconocemos.

La descomposicién poduce dos fracciones que tienen por denominadores 2R(X + R)
y 2R(X—R), y por numeradores (R— A) y (R-+ A4) respectivamente, como se
muestra en las referencias 4.34 y 4.35.

Restituido el equivalente de la integral del primer miembro y de la del segundo, se
obtiene la 4.36, en cuyo primer miembro figura el logaritmo natural de y, en tanto
que en el segundo miembro se encuentra el factor uno sobre & sub-dos afectando a la
integral de una suma de fracciones.

La suma de fracciones se reducird a la suma de las integrales de los sumandos. Estas
integrales, al ser substituidas por sus resultados, dardn la referencia 4.37.

El segundo miembro de esta tdltima referencia estd constituido:

1.—por el factor comin uno sobre & sub-dos, y
2—por un factor binomio en el que los términos son los integrales de las frac-
ciones parciales.
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Los integrales. de las fracciones parciales, a su vez, lo son de CONSTANTES (R— A
en un caso y'R+ A en el otro) divididas entre VARIABLES (X + R en un caso
y X —R en el otro) y, por lo mismo, dan como resultado dos productos de idéntica
estructura: las constantes aparecen —en ellos— como coeficientes de los logaritmos
naturales de las variables que figuran en el denominador respectivo.

La expresién resultante (4.37) estd dada en forma logaritmico-natural. Para pasar
del nivel logaritmico al no-logaritmico es necesario tomar las exponenciales correspon-
dientes al primero y al segundo miembro e igualar los resultados:

1.—La exponencial del logaritmo de y es e (la base de los logaritmos naturales)
elevado al logaritmo natural de y; pero, la base de un sistema de logaritmos ele-
vado al logaritmo de una cantidad en ese sistema (y, en el caso) es igual a la
cantidad. O sea, que el primer miembro serd y.

2—En cuanto al segundo miembro de la nueva expresién (referencia 4.38) serd
igual a e (base logaritmico-natural) elevado a todo el segundo miembro de
la anterior (referencia 4.37),
O, también, serd igual al producto de tres factores exponenciales, constituido
cada uno por ¢, elevado a cada uno de los términos del segundo miembro de
la 4.37, segin lo muestra la 4.39.

Finalmente, por consideraciones anilogas a las que sc hicieron para el primer miem-
bro, cada factor exponencial del segundo se puede substituir por el valor que aparece
sujeto a logaritmacién en el exponente (X 4+ R y X — R respectivamente, y C., cons-
tante de integracién) elevado a una potencia igual a la que aparece en el coeficiente
de dicho exponente.

De este modo, se puede pasar de la 4.39 a la 4.4, en la que ¥ reemplaza a ¢ elevado
a la constante de integracién que figuraba en las dos referencias anteriores.

La expresién 4.4 nos da las relaciones entre las ordenadas y las abscisas de la pri-
mera curva principal del sistema pearsoniano.

Integracion cuando las raices son complejas—Lo quc se necesita integrar, en este
caso, en el segundo micmbro, es la cxpresiéon de la referencia 4.5, en cuyo denomi-
nador figuran, como puede notarse, dos factores complejos pues en cada uno de ellos
existe un término real (equis maydscula, X) y uno imaginario (R/ afectado de signo
mis en un caso, y de signo menos en el otro), en el que interviene 7, unidad imagi-

naria (igual a la raiz cuadrada de menos 1, V—T).

Si se ejecuta la multiplicacién de los factores segundo y tercero del denominador de
la referencia 4.5 (o sea, si se multiplican entre si los complejos conjugados) se obtiene
una suma de cuadrados de la partes reales (cuadrado de las equis maydsculss, X?) y
de los cocficientes de las partes imaginarias (cuadrado de las erres mayisculas, coe-
ficientes de Ri, o sea R?). En caso de duda, respecto de este resultado, puede ejecu-
tarse la operacién de (X + Ri) por (X — Ri) y substituir en el producto (X% — R%?)
el valor de /2(; cuadrado) o sea, de la raiz de menos uno al cuadrado (igual a menos
uno).

Para integrar, recordamos la anulacién de las influencias de integrador y derivador
aplicados a la misma funcién y referidos a la misma variable, en el primer miembro.
Esta anulacién de efectos reduce al primer miembro al logaritmo natural de y. En
el segundo miembro, a mds de sacar al factor constante uno sobre & sub-dos del inte-
grador, descompusimos la fraccién del integrando X + A4 sobre X? + R? en dos
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fracciones de igual denominador (X2 + R?) y cuyos numeradores fueran los términos
de la originaria (X numerador de la primera y 4 numerador de la segunda) y a
cada faccién resultante la afectamos del integrador, como se registra en la refe-
rencia 4.52.

El integral de la primera fraccién lo es de una variable X (equis mayiscula),
dividida entre la suma del cuadrado de la misma y el cuadrado de una constante vy,
por lo mismo, equivale al logaritmo natural del denominador dividido —el logarit-
mo— entre dos, exponente de la variable en el denominador.

El integral de la segunda fraccién, por su parte, lo es de una fraccién cuyo deno-
minador estd formado por una suma de cuadrados de variable y constante y cuyo nu-
merador —a diferencia de lo que ocurrié en la fraccién anterior— es NO variable,
sino una constante. La constante del numerador se puede considerar que sale del
integrador y, en cuanto al resto, es una integral bien conocida que produce el arco
cuya tangente estd dada por el cociente resultante de dividir la variable y la cons-
tante que figuran en el denominador, dividido —el arco cuya tangente es ésa—
entre la constante del denominador. Si se considera, ademds, que hay una constante
de integracién, se explica ficilmente el resultado obtenido en la 4.53.

Para pasar de la expresién logaritmica a la expresién dada en nimeros naturales,
s6lo hay que tomar antilogaritmos de la misma base (o sea, que hay que exponenciar).
De ahi que el logaritmo del primer miembro, exponenciado, se reduzca a y; que, en
el segundo micmbro, podamos representar el factor correspondiente a la constante
de 4.35 por y’; que el término logaritmico del segundo miembro se convierta en la
expresién (X2 + R?) (que aparecia logaritmada) elevada a una potencia igual al
coeficiente uno entre el duplo de & sub-dos, y que, finalmente, el segundo término del
segundo miembro, que no estd afectada por el logaritmador, equivalga a una exponen-
cial en la que el término al que nos referimos aparezca como exponente de ¢, base
de los logaritmos naturales, segin se expresa en la 4.54.

Férmulas de los pardmetros—Para encontrar los valores de los parimetros de las
férmulas con las que hemos venido trabajando, necesitaremos cuatro ecuaciones simul-
tincas con cuatro incégnitas pues son cuatro los paridmetros elementales de la ecua-
cién principal de Pearson (a, b sub-cero, & sub-uno y & sub-dos).

Iistas cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas pueden obtenerse de las referencias
5.0, si las ecuaciones anotadas en ellas se reducen a modo de que sdlo contengan
los términos en los que figurcn los pardmetros elementales a, & sub-cero, & sub-uno,
b sub-dos y, por otra parte, se eligen sélo las cuatro primeras ecuaciones.

Elegidas las cuatro primeras, y reducidas a modo de contener sdlo los cuatro prime-
ros términos, las ecuaciones resultantes se simplificardn si en vez de tomar los momen-
tos respecto a una media arbitraria, se toman los momento con respecto a la media
aritmética, ya que esto anula todos los términos en los que figura el primer mo-
mento, y reduce a la unidad todos los momentos de orden cero que figuren en estas
ecuaciones.

Es de este modo como las nuevas refcrengias las desigharemos por 5.1 y por 5.2. Las
ecuaciones de la referencia 5.2 constituyen un sistema de cuatro ecuaciones simulti-
neas con cuatro incégnitas (los pardmetros @, & sub-cero, b sub-uno y & sub-dos),
que sc simplifica considerablemente si se despeja al parimetro a de la 521 y a
¢l subcero de la 5.22.

La referencia 5.31 expresa, asi, que ¢l pardmetro ¢ no es sino el simétrico del
pardmetro & sub-uno (es igual a @, pero de signo contrario). La 5.32 da el equiva-
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lente de & sub-cero en términos del segundo momento central (mu sub-dos) y del
pardmetro & sub-dos.

La substitucién de @ por su equivalente menos & subuno (referencia 5.31) y la
reduccién de los dos primeros términos semejantes de la 5.411 permite escribir la 5.412.

La substitucién de los pardmetros @ y & sub-cero por sus equivalentes, tomados
de 5.31 y 5.32 en la ecuacidn 5.24 produce la 5.421 que, por reduccién de los términos
semejantes en & sub-uno y & sub-dos produce la 5.423 que, finalmente, mediante el
paso de menos 3 mu sub-dos al cuadrado (—3n,2) al segundo miembro, produce la
5.424.

Las ecuaciones 5.412 y 5.424 forman un sistema de dos ecuaciones con dos incdg-
nitas (los pardmetros & sub-uno y & sub-dos). Para resolverlo, recurriremos a deter-
minantes. El valor de & sub-uno estd dado por una fraccién cuyo denominador es el
eliminante del sistema (formado por los coeficientes de & sub-uno y & sub-dos, tomados
en su orden) y cuyo numerador es el determipante obtenido de substituir en el eli-
minante los coeficientes de & sub-uno por los términos independientes (o sea, de
substituir 2 m# sub-dos y 3 mu sub-tres por menos mu sub-tres y 3 mu sub-dos al
cuadrado menos mu sub-cuatro (2M, y 3H; por — By y 3M,2 —p,). Este valor se
consigna en la 5.511.

Substituidos los determinantes por sus valores en la 5.512, reducidos los términos
semejantes del numerador de la 5.513, tras de sacar a mu sub-tres como factor comun
del numerador, se obtiene la expresién 5.513 que da el valor del pardmetro & sub-uno.

Para obtener el valor del pardmetro & sub-dos, se recurre al mismo eliminante; o sea,
que €l denominador serd igual al del pardmetro & sub-uno. Como numerador de la
fraccién correspondiente se utiliza el determinante que resulta de substituir los coe-
ficientes de & sub-dos (parimetro que se busca) por los términos independientes
(que ahora aparecen en la segunda columna), segin muestra la referencia s5.521.

Substituido el determinante del numerador por su valor, se obtiene la expresién
5.522, en la que D representa el valor de la referencia.

Obtenidos, los valores de & sub-uno y & sub-dos, el valor del pardmetro @ se
obtiene ficilmente, pues ya hemos encontrado que es el simétrico de & sub-uno; o sea,
que serd igual al valor de 5.513 afectado de signo negativo, seglin aparece en la 5.53.

El valor de & sub-cero, transcrito de la 5.32 se consigna en la 5.541. La substitu-
cién de & sub-dos, por su valor encontrado en la 5.522 produce la 5.542.

Al ejecutar la suma de dentro del paréntesis, se obtiene la 5.543 que, mediante la
reduccién de sus términos semejantes (eliminacién de los términos en mu sub-dos
al cubo por tener el mismo coeficiente 18 y signos opuestos) produce la 5.544 en
la que estd consignado el valor del parimetro 4 sub-cero de la ecuacién de Pearson.

Los valores de los cuatro pardmetros clementales de la ecuacién de Pearson los
hemos tabulado ordenadamente en la s5.6.

Obtencion del pardmetro y'.—El pardmetro y’ del sistema pearsoniano procede, como
puede recordarse, de la constante de integracién. Dicha constante de integracién
—cuando se pasa de las expresiones logaritmicas a las expresiones naturales— se con-
vierte en el exponente de un factor exponencial cuya base es e. De este modo, si la
constante de integracién la representamos por C, 3’ es igual a ¢ (base de los logarit-
mos naturales (elevada a la C. El valor de ¢ a la C o de y’ se determina ficilmente
si se considera que la integral del segundo miembro de la ecuacién pearsoniana es
igual a la suma de todas las probabilidades, y que la suma de estas, en una funcién
de distribucién es igual a 1; o que la suma es igual al efectivo de la distribucién.
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De ahi que sea factible obtener, para cada curva del sistema pearsoniano, un valor
de y’ que procede de:

1°—la integracién del segundo miembro de la ecuacidn correspondiente,
2°—la igualacién de esa integral con el efectivo de la distribucién, y
3%—el despeje de 3’ de la expresién resultante,

Obtencién de §° cuando las raices son reales—Si, con fines de simplificacién, repre-
sentamos los exponentes que figuran en la expresién 4.4 por m (eme mindscula)
y M (eme maydscula), tendremos ficilmente la igualdad de la referencia 6.1.

Al integrar ambos miembros de la 6.1, se obtiene, en el primer miembro, la suma
de las frecuencias o efectivo de la distribucién. En el segundo miembro se tendrd
la integral de un producto de tres factores: uno de ellos, constante (y’) y dos de
cllos variables (o sean los binomios X +R y X — R elevados respectivamente a las
potencias m y M). Figura, ademds, un factor diferencial (4X) que indica cudl es
¢l referente de la integracién. Esta integral tiene —ademds— como limites + R y
— R, como se indica en el integrador de la referencia 6.11.

Como ¥ es un factor constante, puede entrar o salir del integrador de la 6.11
sin alterarse. Es por ello por lo que, al sacarlo del integrador, se pudo escribir la
referencia 6.12.

Si igualamos (R + X) /2R a Z (erre mds equis mayuscula sobre el duplo de R,
igualado a Z) conforme lo indica la referencia 6.131, al despejar sucesivamente a
R+ X y a X, obtenemos las equivalentes 6.32 y 6.133. La diferencial de csta dltima
nos produce la 6.134. Finalmente, para obtener la 6.135, sumamos y restamos R a
X — R (que, por lo mismo, no se altera); pero, como R + X es igual a 2RZ (6.132),
¢s posible escribir, como tercer eslabén de la cadena de igualdades, 6.135, 2RZ — 2R
que, al sacar como factor comun a 2R, produce, como ultimo eslabén de la cadena,
2R(Z —1).

Si a la 6.12 la transformamos en la 6.121, no sc altera. En efecto, la inversion del
minuendo y el substraendo del paréntesis X — R, que se convierte en R— X equi-
vale a la multiplicacién del paréntesis por — 1, o sea, a la multiplicacién de la ponen-
cia correspondiente por (—1) elevado a la potencia M. Este es un factor constante
que afecta al integrando y que puede salir del integrador. En la 6.121 lo hemos
hecho salir, sin producir modificacién.

Para poder hacer la substituciin correspondiente en la 6.121, cambiaremos signos
en la 6.135, y de este modo obtendremos la 6.1357.

La substitucién de la antigua variable X, por la nueva variable Z, impone un cambio
en los limites de la integral. Para calcular los nuevos limites, tomaremos la 6.133 y
substituiremos en ella X por R, limite superior; al despejar a Z, de acuerdo con la
6.133, tendremos como nuevo limite superior 1. En forma parecida, si en la 6.133 toma.
mos en vez de X, — R antiguo limite inferior, la substitucién produce la 6.1333,
de la que se obtiene finalmente, de acuerdo con la 6.1335, como nuevo limite in-
ferior, cero.

Si en la 6.121 se substituyen X4+ R y R=X por sus valores, obtenidos en las
expresiones 6.132 y 6.1351, se obtiene la expresién 6.122, en donde aparece tambiém
¢l valor 2RdZ tomado de la 6.134, equivalente del antiguo diferencial (dX). Los
limites de la integral son los recién calculados: o y 1.

En la 9.122 figuran en el integrando varios factores 2R elevados a diferentes poten-
cias m, M, 1. Todos estos factores pueden agruparse si se toma 2R y se eleva a la
suma de los exponentes m -+ M -+ 1. El resultado se consigna en la 6.123.
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Como 2R elevado a m + M + 1 es un factor constante, puede salir del integrador

sin alterarse. '
Por definicién, el nuevo integral entre 0 y 1 de 2 a la m por (1 —Z) a la M por

dZ se conoce como la funcién Beta maytscula (B). En efecto, esta funcién se carac-

teriza por:

1.—Ser una integral definida,
2.—cuyos limites son cero y uno,
3—cuyo integrando estd formado por tres factores:

a—ec] primero de los cuales es una variable potenciada,

b.—el segundo de los cuales es el complemento aritmético de dicha variable,
clevado a una potencia distinta de aquella a la que estaba elevada la va-
riable en el primer factor, y

c.—el tercero de los cuales (referente de integracién) es el diferencial de la
variable.

La especificacién de la funcidn beta maydscula se hace mediante la mencién de los
exponentes a los que estdn elevados la variable —por una parte— y su complemento
aritmético —por la otra— adicionados, cada uno de ellos, de una unidad. Hacia
esto llama la atencién la referencia 6.1250 que nos permite que escribamos como equi-
valente de la 6.124 la 6.1251, en donde aparece la funcién beta mayiscula de m + 1
yM+1.

Si se despeja a ¥ de la cxpresién 6.1251, se obtiene la 6.126, en la cual aparece el
efectivo en el numerador de una fraccién, en tanto que el otro factor fraccionario estd
dado por el reciproco de la funcién beta maydscula de m +1y M+ 1.

Existe otra funcién conocida como la funcién gamma maydscula (I') cuyas rela-
ciones con la funcién beta maydscula quedan dadas por la expresién 6.1270. De acuer-
do con ella, la funcién beta maydscula de dos cantidades 4 y B es igual a la
relacién que existe entre el producto de las funciones gamma maytscula de cada una
de ellas, y la funcién gamma mayutscula de la suma de esas dos cantidades.

La substitucién del equivalente de la funcién beta maydscula de m +1 y de
M + 1 serd, por tanto, el cociente que resulta de dividir la gamma mayiscula
de m + 1 multiplicada por la gamma maydscula de M + 1, entre la gamma ma-
yiiscula de (m + 1) 4+ (M 4+ 1), o sea, entre la gamma mayuscula de m + M + 2.
Como la funcién beta maytscula figura en el denominador de la expresién 6.126, en
1a 6.127 (obtenida por substitucién del valor de la funcién de beta en términos
de las funciones gamma) aparecerd en el numerador el producto de las funciones
gamma de m+1 y M1y en el denominador, la funcién gamma de m + M + 2.
Esta tltima expresién nos da, finalmente, el valor del pardmetro §’ para el caso de las
raices rales de la ecxpresién de Pearson.

Obtencién de y’ cuando las raices son complejas.—Transcribimos la férmula del
caso en la referencia 7.3. Si dividimos el binomio del paréntesis entre R al cuadrado,
esto equivaldrd a dividir la potencia correspondiente entre erre mayuscula al cua:
drado elevada a la potencia 7; o sea, que equivaldrd a dividir entre erre mayuscula
a la 2n. Para la expresién no se altere, serd indispensable multiplicar por- esa misma
cantidad ( R a la 2#) como se indica en la 7.311.

Si ¢l 4ngulo cuya tangente es equis maydscula sobre erre mayiscula lo representarnos
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por alfa mindscula (@), como lo indica la 7.321, equis maydscula sobre erre ma-
ytiscula serd igual a la tangente de alfa mindscula (referencia 7.322).

La substitucién de los valores de la 7.321 y la %.322 en la 7.311, permite escribir la
%.312. En ella, la suma de 1 y el cuadrado de la tangente de alfa es igual a la secante
cuadrada (7.313). La referencia 7.314 da el equivalente del otro exponente (ene ma-
yiscula por arco cuya tangente es equis entre erre).

Las substituciones correspondientes en la 7.311 nos permiten escribir la 7.32 y 7.33.

Si la tangente de alfa es equis sobre erre segin la 7.341, al despejar a equis mayuscula
sc obtiene la 7.342. Al diferenciar los dos miembros de la 7.342 se obtiene la equiva-
lencia de diferencial de X en la 7.343 que, en cuanto diferencial de una constante por
una funcién es igual a la constante R por la diferencial de la funcién tangente de
alfa (7.344). Como la diferencial de la tangente es el cuadrado de la secante por la
diferencial del arco, puede escribirse la 7.345 que, en cuanto se considera que la
secante es la reciproca del coseno, se transforma finalmente en la 7.346.

Si integramos la 7.35, obtendremos como primer miembro el efectivo de la dis-
tribucién y, como segundo, la integral de una serie de factores; de estos, los dos
primeros ¥” y R son constantes y pueden salir de la integral. La integral del resto
tiene por integrando la potencia 2z de la secante de alfa, ¢ elevado a ene maydscula
alfa y el equivalente de la diferencial de equis maydscula tomado de la 7.346. La
integral se cxtiende de entre menos pi sobre dos a pi sobre dos.

De la 7.35, se puede pasar a la 7.36 sacando a R (del integrando) fuera del inte-
grador, lo cual es posible por ser constante. Dentro de la integral, como la secante
de un dngulo es el reciproco de su coseno, puede substituirse la potencia 22 de la
secante por la potencia menos 2z del coseno. Por otra parte, el coseno cuadrado,
que aparece en el denominador en 7.36, puede considerarse como la potencia menos
dos del coseno. Al efectuar la muldplicacién de los cosenos del integrando de la
7.36, se obtiene la potencia menos dos ene mintiscula menos dos, conforme aparece
en la 7.37.

Si el 4ngulo alfa se substituye por su complemento (que designaremos por beta
mindscula), se producen las transformaciones marcadas con las referencias 7.37 y si-
guientes. Al pasar de la 7.391 a la 7.392 se sacd e (base dec los logaritmos naturales)
clevada a ene maytscula por pi sobre dos fuera del integrador (por tratarse de una
constante). En la 7.393 el producto de este valor por y” se representé por y cuarta
(™) y a la integral se la representé como una funcién de los exponentes (menos
dos ene mindscula menos dos, y ene maydscula). Fsta Gltima transformacién es con-
veniente porque ya hay tablas calculadas para dicha funcién.

Al despejar a y cuarta se obtiene la referencia 7.4. Esta, en conjuncién con las
igualdades que relacionan a y cuarta con y tercera (y™’) a y tercera con y biprima
(¥”) y a biprima con y prima (y’) permiten el cilculo de esta dGltima cuando
las rafces de la ecuacidén pearsoniana son complejas.

Procedimiento para la interpolacién de. los dos tipos principales de curva pear-
soniana—El procedimiento de interpolacién de estos dos tipos de curva, Gtiles para la
descripcién estadistico-social de gran nimero de distribuciones concretas consiste en los
siguientes pasos:

1°—Se calculan lo momentos con respecto a la media aritmética (mus sub-uno,
sub-dos, sub-tres y sub-cuatro: ®,, My, Kg, By).

22—Se substituyen los valores encontrados, en las férmulas de los tres pardmetros de
Pearson (bes sub-cero, sub-uno y sub-dos).
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3*—Se calcula el cuadrado de be sub-uno, y por otra parte, se calcula el producto
de cuatro por & sub-cero por & sub-dos, y se comparan los resultados. Si el
primer resultado es mayor que el segundo, se emplea el primer tipo prin-
cipal de curva; si el primer resultado es menor que el segundo, se emplea el
segundo tipo principal de curva pearsoniana. Si son iguales no es utilizable
ninguna de los dos tipos principales, sino un tipo secundario.

4°—Mediante substitucién de los pardmetros en las férmulas correspondientes, se
calcula:
R (erre maydscula), m (eme mindscula) y M (eme maytscula) asi como ¥,
en el primer tipo de curva.
R (erre mayuscula), » (ene mindscula) y N (ene maydscula) asi como y’, en
el segundo tipo de curva.
En el segundo tipo, ¥ implica el cdlculo directo de 3 y por pasos suce-
sivos el de las otras yes hasta obtener ¥ que es el pardmetro que figura en la
férmula de la curva.

59—Se substituyen estos valores en la férmula correspondiente del tipo principal
de curva pearsoniana que sc haya elegido.
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Referencia 1.

I

x+ta
Dy =
bo + blx + bzx2
I.1
bo + b1x + b2x2 =0
1.2
X = —171_—'_ \V/ b12 —_— 4bo b
2bz
1.3
b12 # 4bo bz
Referencia 2.
2.1
b2
2.2
X — —171 + \/512-—4bobz
2b2 2 bz
2.3
X — —171 . \/b12—-—4bob2
2bz 2 b2
2.4
b
— =B
+ 2b2
2.5

bo+b1+b2x2:b2(x+B~R) (x+B+R)
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Referencia 3.

3.1
bo + bix + box®> = b, (x + B — Ri) (x + B+ Ri)
3.2
bo + bix + b = b (X —R) (X + R)
3.3
bo + bix + b:2* = b: (X — Ri) (X + Ri)
34
b1
X -* + 252
35
R:‘\/lblz-—4bob21—
2b
3.31
x+a=x+B—B+a=
332
=X—B+4+a=
333
=X+ 4
334
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Referencia 4.

4.1

42

43

4.31

4.32

4-33

D. Ly :J‘ x+a

x bo + b;x + bzx"
x+a
Ly —m—4—
Y b T bux + bax®
X+4d
b:(X—R) (X+R)
! X+ 4
b2 | y (X—R) (X+R)
X+ 4 D E

+

(X—R) (X+R)  X-+R X—R

X+A=D(X—R)+E(X+R)=
= DX —DR+EX +ER=
=X (D+E) +ER—DR

D+E=1 D=1—-E
ER—DR=A4
. . A
R(E—D)=4 s E—D=—
R
A
E—1+}+E==
R
2E-——l:.l_4
R
E_ATR . A4R

R o 2R
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A+R _2R—A—R _R—4

D=1-—-
2R 2R 2R
434
X+4 _R—4  R+4
(X+R)(X—R) 2R 2R
435
X+ 4 _ R—4 R+ 4
(X+R)(X—R) 2R(X+R) 2R(X—R)
4-36
ijLy:iJ‘ R—4 n R—A4
B b2] | 20X +R)R  2(X—R)R
437
Ly=L R‘ALm+Ry+R+ALm—RJ+c
bz 2R
4.38
1 |[R—4 R+ 4
— X+R)+ L(X—R)|+cC
CLy Cbz R X ER) At —p—L( ;l'*_
o + 4 R—A
1 R 1 K—
r L(X+R — LX+R) C
CLy ebz 2R (+)€b22 ( )e
4-4
2R b: 2R

b
J/:)/ (X+R) (X—R)
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+ X+ 4
Ds Ly = ; =
b:(X 4+ Ri) (X —Ri)
4.51
X+ 4
T h(X*+ RY)
452 _
1 X A
Ly =—
Y % L X+ R* +L X2+R2_|
453
X* + R? A X
Ly:..l_ u—l-__tan“l__ +C
b2 2 R R
454
I A -1
_— tan —
2b sz R

yoenet Ty
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Referencia s.

5.2
5.21
atb=o
5.22
bo + 3bzf~1 =— W
5-23
_ale + 3bll~l2 + 4b2Ms = W3
524
als -+ 350!1«2 + 4171}13 + 5172M4 e\
53
5-31
a=—bh
5-32
bo = — Rz — 352!12 = — P-z(I + 352)
5.4
5.411
—bip: + 3[71!12 + 4balls = — U
5412
2b12 + 41)2!13 — — U3
5.421
— biks — 32!1-2 (I + 352) + 4bll~13 -+ szlh = — U4
5.422
351”3 —_ 3!1»22 — 9b2!l22 + 552!14 = — W
5423
3bll13 —_— 3!122 + 5. (5!14 — 9]-122 = — W
5.424
3171!1'3 + 5. (5!‘-4 — 9[122) = 3!‘-22 — WUs
55
5.412

2012 + 4bzl~13 —= — U3
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5-424
3bils + &2 (e — gil%) = 302° — M
5.510
2Uz  4Us . _ . .
3Us  5Ms —ge? = TOMzlts 18U, 12Ma%
5511
— 3 4“’3
Me—Me SHe—gHa"
b=
D
5.512
By - SHathe F Olsha” — 12051057 - qiotls
] =
D
5513
— THspls — 3Psho”
b=
D
5.131
by — — Hs (Ma + 312°%)
1 —
D
5.521
202 — U3
3Ma 3Ue” — Mg
b=
D
5.522
64" — 2fhafts — 3ps*
b=
D
553
a= ( — WU (p‘-l + 3!-"225 ) . Wa (M4+3U22)
b B D
5541

bo = — pa (1 + 3b)
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5542 iy .
— 2t -
bo:—uz(x—l—g o u;; 3 ):
5543
( 10MzMy — 18Me® — 12Us° - 18P2* — 6Malts + gUs® )
=1
D
5544

+ 3u,?
bo:~—l-lz (ﬂ_szi)
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Referencia 6.

6.1
y=y X+R"X—-R¥%y=3Zfy=¢
6.11
R
2f = J y X+ R)™ (X — R)™ dX
— R
6.12
R
2f=y j (X + R™ (X — R" dX
— R
6.131
R+X _ 7
2R
6.132
R+ X =2RZ
6.133
X =2RZ—R
6.134
dX = 2RdZ
6.135
X—R=X—+R+R—- R=2RZ—2R=2R(Z—1)
6.121
r
Sf=y (_I)MJ (X + R)™ (R— X)"dX
—R
6.122
3f =y (— I)AIJ (2RZ)™ [2R (1 — Z)]¥ 2RdZ
]
6.1331
Limites (cambio paga X — 2RZ — R)
6.1332
R =2RZ — R
6.1333
7z = -—25 — g
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6.1334
— R =2RZ —R
6.1335
z=29 —o
2R
6.122

1

Sf =yt (— )" J (2RZ)" [2R (1 — Z) ] 2RdZ

6.123

1

2]( — y1 (—‘I)J’J (2R)7u—i-1ll+1 Z"" (I _ Z)M dZ
0

6.124

1

2f =y (— ¥ f (R)" ¥ B [(m + 1), (M + 1)]

6.125
B(m+ 1) (M+1) :J " (1 —Z)"dzZ
6.126
- 2f I
T T =D R B[+ ). (M + )]
6.1270
_ ()T (C)
PO Turg
6.12
7 f CPm+)TM+r)

(— )™ @R)™ ¥+ T[(m+1) + (M +1)]

6.128 )
. 3f T'(m+M+2)

P T T R T (4 ) T (M + 1)
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Referencia 4

7:3
n N tan™' —
y=y(X*+ R) ¢
7,301
p =X N=A2
202 sz
2,311
, XE n n Ntan™ X
T + 1) (R) e R
312
X X
tan —_ = a — = fan O
R R
7-313
X2
(-Ez— + 1) =wan*fa + 1 = sec®a
7:314 X
Nitan=* — = Noa
R
7-32 N
y=y' Rzn(secza)n £
7-33 N
y:y;Rzn (SEC (1)2" c a —_ yn (SC’C a)zn C,Na
7341
X
tan 0 — —
R
7-342 ,
X=Rtwuna
7:343
dX = d (R tan o)
7-344

dX = Rd tan a =
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7:345
= R sec’a d a =
=R (co seca)™* d a
7-35
T Na
2y = y”J Z.n (sec a)* e R (cosa)™*da
)
7:36
hid (cosa)~*" Na
> y = y"R 2 — e do
. (cosa)?
Iy

7-37

2 —m -2 Ng

2y = y"’J 2 . (cos a) e da

)

7.381
SiatB=",p="—a a=_p
2 2 2
7.382
n

7-391

n —2n—2 _Jt___
2y=y"’L end) N GTPap =
7:392

N T —2n—2 Nﬁ
=y"e *® JO (sen B) e df=
7-:393

2y =y" F[(—2n—2), N]
7-4

Sy
F[(—2n—2),N]
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FORMULAS PARA LA INTERPOLACION DE LOS TIPOS
PRINCIPALES DE CURVA DE PEARSON

Primer paso:
W, Mz, Hs e

Segundo paso:
D = 1opsps — 1842° — 1205°

Kz (4Mels — 3Us%)

bo = D

— U3 (Me 1 3127) _

b1: D

— 24y + 3}1«32 + 6]-1«23
D

b =

Tercer paso:
6512 > 4bob‘1 ? é b*< 450171?

Cuarto paso:

'\/ b12 —_ 4bob2 b

R= A=ag—
2b. 2b,

R—A4
"= I M= 1 R+ A4

b 2R b 2R

n = ! N = }—' Ii

2b b: R

Quinto paso:

y=y X+R" X—-R¥

%
—1R
y =y (X* + Rz)neth



